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Abstract

Analisis regresi merupakan teknik statistik yang digunakan untuk menjelaskan hubungan antara
variabel bebas (X) dengan variabel tak bebas (Y). Salah satu model dalam analisis regresi adalah
model regresi nonparametrik dengan asumsi bentuk fungsi regresinya tidak diketahui. Untuk
mengestimasi fungsi regresi yang tidak diketahui tersebut dapat dilakukan melalui metode
pendekatan spline. Spline atau B-Spline adalah potongan-potongan polinomial, yang polinomial
memiliki sifat tersegmen. Sifat tersegmen ini memberikan fleksibilitas lebih dari polinomial
biasa, sehingga memungkinkan untuk menyesuaikan diri secara lebih efektif terhadap
karakteristik dari suatu fungsi atau data. Penelitian ini bertujuan untuk mengestimasi model
regresi nonparametrik dengan metode B-Spline. Metode penelitian ini menggunakan studi
literatur dengan mengumpulkan semua bahan, baik itu buku, jurnal atau referensi lain yang
menunjang dan relevan dengan materi yang akan dibahas dan diteliti. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa estimator dari fungsi regresi pada model regresi nonparametrik yang
diperoleh dengan menggunakan metode pendekatan B-spline adalah : y=S A y dengan S A
= [ [B(B] T B+nAKT)] ~(-1) BAT.

Kata kunci : Analisis Regresi, Regresi Nonparametrik, B-Spline

PENDAHULUAN tidak

asumsi  bentuk fungsi regresinya

Analisis regresi merupakan salah satu
teknik statistik yang digunakan secara luas
dalam ilmu pengetahuan terapan. Disamping
digunakan untuk mengetahui bentuk hubungan
antara dua variabel atau lebih, regresi juga
dapat  dipergunakan  untuk  peramalan.
Variabel-variabel dalam regresi ada dua jenis
yaitu variabel independen (variabel prediktor)
dan variabel dependen ( variabel respon).
(Suparti et al. 2018).

Ada beberapa pendekatan dalam analisis
regresi yaitu pendekatan parametrik dan
pendekatan nonparametrik. Pendekatan
parametrik adalah pendekatan yang dilakukan
jika asumsi bentuk fungsi regresinya diketahui
dan bergantung pada parameter, sehingga
mengestimasi fungsi regresinya sama dengan
mengestimasi  parameternya.  Sedangkan
pendekatan nonparametrik dilakukan jika

http://ejurnal.binawakya.or.id/index.php/MBI
Open Journal Systems

diketahui (Sudjana,2000).

Terdapat beberapa metode pendekatan
pada regresi nonparametrik, salah satunya
adalah metode B-Spline. B-Spline merupakan
model regresi yang mempunyai interpretasi
statistik dan visual sangat khusus dan sangat
baik disamping itu juga mampu menangani
karakter data yang mulus (smooth). B-Spline
dalam regresi nonparametrik mempunyai sifat
fleksibel ~dan  mempunyai  kemampuan
mengestimasi perilaku data yang cenderung
berbeda pada interval yang berlainan (Eubank,
1999 dan Budiantara, 2005). B-Spline
merupakan potongan (truncated) polynomial
tersegmen yang kontinu, sehingga memiliki
kemampuan menyesuaikan diri lebih efektif
dari karakteristik data. Metode B-Spline
mempunyai keunggulan dalam mengatasi pola
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data yang menunjukkan naik atau turun yang
tajam.

Berdasarkan uraian di atas, peneliti
tertarik untuk mengkaji tentang estimasi model
regresi nonparametrik, sehingga penelitian ini
diberi  judul Estimasi Model Regresi
Nonparametrik dengan Metode B-Spline.

LANDASAN TEORI

Sebelum membahas konsep estimasi dan
normal asimtotik terlebih dahulu dibicarakan
beberapa pengertian dasar yang merupakan

konsep awal yang harus dipahami agar
mudah mengikuti  pembahasan  yang
dibicarakan.
Teorema 1.2.1 (Barnes, 2006)
Misalkan

Y= Ax

dimana y adalah vektor m x 1, x adalah n
X 1, A adalah matriks m x n dan A tidak
bergantung pada x, maka
dy

_=A
dx

Teorema 1.2.2 (Barnes, 2006)

Untuk  kasus dimana A

merupakan matriks simetris dan @ = X" Ax

Dimana x berukuran n x 1, A matriks
berukuran n x n dan A tidak bergantung pada
X, maka

khusus

—=2xTA
dx
Analisis Regresi

Analisis  regresi merupakan studi
mengenai ketergantungan satu variabel tak
bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas
dengan tujuan untuk mengestimasi atau
memperkirakan nilai variabel tak bebas dari
nilai variabel bebas yang diketahui.

Selain dapat menganalisis hubungan
antar  variabel, analisis regresi  dapat
dipergunakan dalam hal-hal sebagai berikut:

Menduga variabel yang tak bebas
dengan menentukan berapa banyak variasi di
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dalam variabel tidak bebas yang dapat
dijelaskan dengan variabel bebas.

Menentukan berapa banyak variasi di
dalam variabel tidak bebas yang dapat
dijelaskan dengan variabel bebas.

Menentukan apakah variabel bebas
menjelaskan sebuah variasi signifikan di
dalam variabel tidak bebas.

Menentukan  struktur atau  bentuk

hubungan berupa persamaan matematika yang
menghubungkan variabel—variabel bebas dan
tidak bebas.(Gujarati, 2010)

1.2.2.  Regresi Parametrik

Regresi parametrik merupakan metode
statistik yang digunakan untuk mengetahui

pola hubungan antara variabel prediktor
dengan variabel respons, dengan asumsi
bahwa telah diketahui bentuk  fungsi

regresinya. Hubungan antara variabel respons
dan variabel prediktor dalam model dapat
terjadi dengan fungsi linier maupun nonlinier
dalam parameter (Draper dan Smith, 1996).
Sedangkan secara umum bentuk model regresi
linear berganda dengan k variabel prediktor
diberikan oleh persamaan berikut:

Vi =B+ Bixy o+ Bexa T atau
vi=Bo+ZimaBxgte (100

denganj =1, 2,... Kk, xij adalah nilai
dari variabel prediktor ke-j untuk pengamatan

ke-i, untuk i=1, 2,..., n, atau dapat ditulis
dalam bentuk matriks sebagai berikut:
y = XTB+e .(1.2.2.2)

Dengan, y adalah vektor dari variabel
respons berukuran n x 1, XT merupakan
matriks berukuran n x p, dengan p = k +1 dan
B adalah vektor parameter yang akan
diestimasi berukuran p x 1, ¢ adalah vektor
error random berukuran n x 1 berdistribusi
normal, independen dengan mean nol dan
varians o¢2. Secara lengkap matriks dan
vektor—vektor tersebut diberikan oleh y, €, B
dan matriks X vyaitu:
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&
P dan L%n

Untuk baris ke-i dari matriks XT dapat
dinotasikan oleh XiT yang memuat angka 1

diikuti oleh nilai variabel prediktor dari
pengamatan ke-j, yaitu :
x"=[1 x, X
Regresi Nonparametrik

Regresi  nonparametrik  digunakan

apabila bentuk pola hubungan antara variabel
respons dengan variabel prediktor tidak
diketahui bentuk fungsi regresinya. Dalam
regresi nonparametrik kurva regresi hanya
diasumsikan mulus (smooth) dalam arti
termuat dalam suatu ruang fungsi tertentu
sehingga mempunyai sifat fleksibilitas yang
tinggi. Model regresi nonparametrik secara
umum adalah sebagai berikut:

¥ =f(zi)+£z', i=1,2,...n
(2.3.2.1)

dengan, yi adalah variabel respons, zi
merupakan variabel prediktor, f (zi) adalah
fungsi regresi dengan bentuk kurva regresinya
tidak diketahui dan &i adalah error random
berdistribusi normal, dengan mean nol dan
varians 62.

Jika diberikan matriks berikut :
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_yl_ f(z1)
y = Yo f(Z) = f(-zz)
. 1(2,). o
_gl_
&,
e=| .
[ €n ]

maka model regresi pada persamaan
(2.3.2.1) dapat dituliskan dalam bentuk
matriks sebagai berikut:

y = f(Z)+e
...(2.3.2.2)
Estimasi

Estimasi merupakan pendugaan terhadap
suatu parameter populasi dimana parameter
tersebut terdapat dalam suatu model percobaan
(Wibisono,2005).
Estimasi parameter

Parameter adalah sembarang nilai yang
menjelaskan ciri populasi. Estimasi parameter
adalah estimasi yang digunakan untuk suatu
populasi dari sampel (Wibisono,2005).
Penalized Least Square

Penalized Least Square adalah cara
lain untuk mendapatkan estimasi model
regresi. Secara umum Penalized Least Square
diberikan oleh:

IM(f) = R(f) + A J(D) ..(2.42.1)

dimana fungsional IAM(f) memuat tiga
komponen, yaitu komponen Least Square R(f),
Roughness Penalty J(f) yakni ukuran
kemulusan dan kekasaran kurva dan
memetakan data dan parameter penghalus A,
dimana:

R(f) = w2l (vi— f(z0)
...(24.22)

I = L@ 5403

Sehingga, jika persamaan (2.4.2.2) dan
persamaan (2.4.2.3) disubtitusikan dalam
persamaan (2.4), maka persamaan untuk
Penalized Least Square dapat ditulis menjadi:

(Hardle, 1994)
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B(f) = ' Z, (vi — F(z0 ) +

AT ()] dt
..(24.2.9)

Parameter penghalus A merupakan
konstanta positif yang bernilai 0 < A < 1, yang
berfungsi untuk mengontrol keseimbangan
data dan kemulusan kurva, oleh karena itu
pemilihan nilai A merupakan suatu hal yang
sangat penting. Ada beberapa metode untuk
menentukan nilai optimal dari A salah satunya
adalah metode Generalized Cross Validation
(GCV), dengan persamaan:

= MED) _
GCV(‘;U - {1—:1_;53":52. ¥
...(24.2.5)

Dimana tr(SA) adalah trace matriks SA =
(I + AK)-1 , K matriks yang bergantung pada

X1,X2,....Xn dan I matriks identitas
(Tripena,2011).
METODE PENELITIAN

Adapun prosedur-prosedur yang

dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai
berikut :

1. Mengumpulkan bahan-bahan penelitian
yang berhubungan dengan regresi
nonparametrik.

2. Mempelajari bahan-bahan yang telah
dikumpulkan pada point (1) di atas.

3. Menjelaskan model regresi
nonparametrik dan bentuk modelnya
dalam bentuk matriks.

4. Menentukan metode estimasi estimasi
dan fungsi regresi nonparametrik
dengan metode B-spline.

5. Membuat simulasi model estimasi
estimasi dan fungsi regresi
nonparametrik dengan metode  B-
Spline.

6. Mengaplikasikan hasil estimasi dalam
suatu contoh soal ataupun contoh kasus

yang ada wilayah di Kalimantan
Selatan.

7. Menarik  kesimpulan  dari  hasil
pembahasan.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Mengestimasi fungsi regresi
nonparametrik dilakukan agar memperoleh
model yang sesuai dan mendekati model
sebenarnya. Ada beberapa tekknik estimasi
dalam regresi nonparametrik antara lain
pendekatan histogram, estimasi kernel,
estimasi deret orthogonal, analisis wavelet dan
estimasi spline.
Fungsi — Fungsi Pendekatan

Pada regresi nonparametrik, bentuk
kurva regresinya tidak diketahui, untuk itu
dilakukan dengan pendekatan spline. Spline
adalah potongan-potongan polinomial, yang
polinomial memiliki sifat tersegmen. Sifat
tersegmen ini memberikan fleksibilitas lebih
dari polinomial biasa, sehingga
memungkinkan untuk menyesuaikan diri
secara lebih efektif terhadap karakteristik dari
suatu fungsi atau data.

Beberapa jenis Spline yang dapat
digunakan dalam regresi nonparametrik, yang
dikenal sebagai fungsi basis, salah satunya
adalah basis B-Spline (Suhartono,2009). Jika
fungsi regresi didekati dengan B-Spline maka
dapat ditulis menjadi (Budiantara dkk, 2006).

h(z) = ZM4% g1 Blm, m (2)

dimana Bi-m.m(2) adalah basis
dengan orde ke- (I-m) dari titik

knot a <ul, u2, ..., u, K<b, dengan
derajatm,dan 1,2, ...,% @m+k adalah
parameter.

Fungsi B-Spline dengan derajat m secara
rekursif didefinisikan sebagai berikut:

untuk m > 1:
-1
_ i
[Z] - Bj,m—l(z]‘l'
Itj+m —It}- Itj+m _u}'+1
untuk m =1
1, jlkau=z= Ujpy

It_;'+m -z

jHlm-1 [Z ]

B_;l',l (Z) =
0, lainnva
Untuk mengestimasi parameter o pada
persamaan (3.1.1), didefinisikan matriks
B(}) = (Bj,m(zi)) ... (3.1.2)
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dengani=1, 2, ...,ndan j=(1-m), ...,
K, atau dapat ditulis dalam bentuk matriks
berukuran n x (m + K).
Hl:l—m hmiZ, )
B(2)=
Bl:l—m]l,m (Z,)

Hk,m [Zl ]
Bk,m [Zu ]

Model Regresi Nonparametrik

Regresi nonparametrik adalah metode
yang digunakan untuk mengetahui pola
hubungan antara variabel bebas yang tidak
diketahui dengan mengasumsikan tentang
bentuk fungsinya.

Model regresi nonparametrik sebagai
berikut :

y, =f(z,)+e,, i=12,..,n .(32.1)

dan E=¥— f(Z) . (3.2.2)

Least Square merupakan suatu metode
yang meminimukan jumlah kuadrat error.
Least Square dapat dinyatakan pada
persamaan (2.4.2.2). Berdasarkan persamaan
(3.2.1), maka persamaan (2.4.2.2) dapat
dinyatakan dengan :

n

R()=n7t ) &
i=1
R(f)=n"te*+nte,?+--+n? ”:
R(f) = 5151"'” sq£ﬂ+ +nt
R(fj =n (EJ_EJ_ + £3E7 +--+ Enf uj
(3.2.3)
£y
£,
e=|"7
Jika diberikan matriks fnd dan
g =[e 2 " &] maka persamaan

(3.2.2) di atas dapat dinyatakan dalam bentuk :

R[f] = 11_1([51 Ez 7 EJ:]I ]

Sehingga, persamaan (3.2.3) dapat
dituliskan dalam bentuk
R(f) = n"'s"e ...(3.2.3)

Substitusi persamaan (3.2.2) ke dalam
persamaan (3.2.3) di peroleh (Eubank, 1999)

R(f)=n"*y—H"y— 1)

http://ejurnal.binawakya.or.id/index.php/MBI
Open Journal Systems

R(f)=n*O"—fMy—-F)
R(f)=n"'Ty—>"f+—-fy+Ff)
.(3.2.4)

Hasil y'f akan berbentuk skalar atau
matriks 1x1. Berdasarkan sifat-sifat dari

transpose suatu matriks, maka (¥ )7 = f"y,

Karena ¥" f adalah skalar atau maka transpose
dari  skalar atau matriks 1x1 akan
menghasilkan skalar. Hal ini berakibat

Y f=f"Y bemilai sama, maka dengan
mengambil salah satu bentuknya, persamaan
(3.2.4) dapat dinyatakan menjadi:

R(f) =n'(0'y—¥"f—fy++f'f)
R(f)=n"'(y"y—2¥"f+ff)
Roughness Penalty
Misalkan diberikan sebuah fungsi f(z),
yang bentuk kurva dari fungsi tersebut tidak
diketahui. Karena fungsinya tidak diketahui,
maka dilakukan suatu pendekatan fungsi.
Salah satu fungsi pendekatannya adalah basis
Spline yaitu B-Spline. Jadi, jika fungsi regresi
f didekati dengan B-Spline, maka f dapat di
tulis dalam bentuk persamaan (3.1.1). Jika
terdapat K titik knot dengan B-Spline
berderajat m, maka persamaan (3.1.1) dapat

£, & dijabarkan menjadi:

f( )—alelm.m( )‘l‘ 1Bz m.m( )‘|‘"'+am—1:.3m—k-m,m(2)
—alB’l m).m ( J‘|‘C€ Ba mjm( j‘|“|‘ fIm—l:.Bk__m(Zj

al

w2

=[Bmm(z) Bomm(z) Bim (z)]

-k
flz) = (3 3. 1)
Untuk pengamatan sebanyak i = 1, 2,
maka
ll mj, (Zl)-l-a‘ B.—m
_al (2-m); (Z )+t1 B.—m

(Zij‘l' T lpg Ism(zlj
(Zj‘l‘ +am+1& Am(zf)

f(zuj =y B{l—m},m (z:lz] +
43 B(E—m},m (zn] + -+ O msr BK,:':H (zrzj

...(3.3.2)
Dengan mendefinisikan bahwa
B_;l',m (zij = Bf}' dan f(z j E’ untuk
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pengamatan sebanyak i=1, 2, ...,ndanj = (1-
m), (2-m), ..., K maka persamaan (3.3.2) di
atas dapat dinyatakan sebagai :
fi=a; By + a;B,+-t+a,.x By,
fo=a; By + ayBy + -t agy By,

Jﬁz = oy B:lzl + CI:BH: + + am+KB:lw
...(333)
dengan
Bi1 = Biimmym (2,),Biz =

B(E—m},m (zi]’ ey Biv = BK,m [zi]
Jika diberikan matriks-matriks berikut

fi By By 7 By
B,y By, B

s

. wes B

n Bnl Bn-
&y
&
a = :
a:l:n+.&'

maka persamaan (3.3.3) di atas dapat
dinyatakan dalam bentuk matriks :
f=Ba (3.3.4)
Menurut  Gyorfy(2002), Roughness
Penalty dapat dinyatakan sebagai integral dari
kuadrat kedua suatu fungsi, atau dapat ditulis

dengan & :
b

- [P

ny

..(3.3.5)

dengan mensubstitusi persamaan (3.3.1)
ke (5.13), maka diperoleh :
b

1(2) = f [F" (2)]dz

o
b

- [y

a
b

- f (D2 (2)]IDf (2)]dz
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:f[nfﬂa][ﬂfﬂa]dz ..(3.3.6)

Karena hasil dari B¢ adalah skalar atau
matriks 1x1, maka berdasarkan sifat-sifat

transpose suatu matriks maka (Ba)” = a’ BT
akan menghasilkan hasil yang sama, yakni
berupa scalar atau matriks 1x1. Akibatnya
persamaan (3.3.6) di atas dapat dituliskan

dengan
b

() = [ 1D*a" BT D?Bad=

L

T

b
=a’ f[ﬂfﬂf][ﬂfﬁr]dz o
Ko

=i
..(3.3.7)
dengan
b

K= f[DfB][DfHT]dz

Penalized Least Square

Penalized Least Square adalah cara
lain untuk mendapatkan estimasi model
regresi. Secara umum Penalized Least Square
diberikan oleh:

IMf) = R(D) + A J(D)
(3.4.1)

dimana R(f) merupakan komponen Least
Square, J(f) merupakan Roughness Penalty

dan * = 0 merupakan parameter smoothing.
Dengan mensubtitusi persamaan (3.2.3) dan
(3.3.5) ke dalam persamaan (3.4.1) di atas
maka fungsi Penalized Least Square dapat
dinyatakan sebagai berikut:

L(f) = 11'122‘:1[_1;1 — fz) ):' +

ALCIf(2)] dz .. (3.4.2)
Kemudian dengan mensubtitusi persamaan
(3.4.1) dan (3.3.7) ke persamaan (3.4.2), maka
diperoleh:
L) =nTy—2y"f +fTf)+2a"Ka
..(3.4.3)
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Karena fungsi regresi didekatkan
menggunakan fungsi pendekatan B-Spline,
dimana vektor fungsi yang dinyatakan pada
persamaan (3.3.4), maka subtitusi persamaan
(3.3.5) tersebut dalam persamaan (3.4.3) di
atas menjadi:

LF)=n"Yy"y—2y"Ba+ (Ba)"Ba) +
A Ke

LF)=n"y"y—2y"Ba+ a"B"Ba) +
A" Ke.
...(3.4.4)

Estimasi Model Regresi Nonparametrik

Untuk mendapatkan estimasi dari model
regresi nonparametrik dengan cara
mengestimasi  fungsi  pada  komponen
nonparametrik. Fungsi regresi f(t) dinyatakan
dengan pendekatan B-Spline, maka untuk
meminimumkan fungsi Penalized Least
Square pada persamaan (3.4.4) sama halnya

dengan menurunkan i(f) terhadap &
Kemudian menyamakan hasilnya dengan nol.
a1, (f)
_— = |:|
doe

d(n *(y"y-2y"Ba+ a’B'Ba) + Aa"Ka) _ o

dee
007 3(y"B (a’B"Ba) d(a"K
nt b y)—ZR'l v a)+n'l (a ﬂ)-H, (@ ﬂj:O

da da da da
0—2n'y"B+2n'a'BTB+ 2l K =10
...(3.5.1)

Secara  berturut-turut,  berdasarkan
Teorema 1.2.1 dan Teorema 1.2.2 maka dari
persamaan (3.5.1) di atas diperoleh:

—n Yy B+n la’BTB+Aa"K =0

-n" Yy B) +n"Ha"BTB) + A(«"K) =0

—n BTy +n 'B"Ba+ AKTa =0
...(3.5.2)

Selanjutnya, semua ruas pada persamaan
(3.5.2) di atas dikalikan dengan n menjadi:

—B'y+B'Ba+niAKTa=0

—BTy+ (BTB+n AKkT)a=0

(BTB+ nAK")a= BTy

ae«= (BT+niAK")"'BTy

..(3.5.3)
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Selanjutnya, karena parameter yang

diestimasi hanya ® maka dapat diperoleh
estimator sebagai berikut ini :
= (BT+nAK')"*BTy ..(354)
Karena fungsi regresi dinyatakan sebagai
kombinasi linier dari fungsi yang diketahui,
maka estimasi fungsi regresi diperoleh dengan
mensubtitusi  persamaan (3.5.4) kedalam
persamaan berikut ini :
f=Ba
f = Bia
=B (BT+nAK')"'BTy
=B (B"+niAK")"'BTy .(3.5.5)

Estimasi model regresi diperoleh dengan
mensubtitusi persamaan (3.5.5) sebagai berikut

y=f
=B(B"B+n AKT)"' BTy
=8y ...(3.5.6)
dimanaS: = B(BTB+n AK")"'BT
Untuk mendapatkan estimator model
regresi nonparametrik, maka harus dilakukan
pengestimasian ~ fungsi  parameter  pada
komponen nonparametrik. Estimasi fungsi
pada komponen nonparametrik dilakukan
dengan mendekatkan fungsi nonparametriknya
dengan suatu fungsi pendekatan, yaitu fungsi
B-Spline tersebut dengan menurunkan fungsi

Penalized Least Square terhadap @ dan
menyamakan hasilnya dengan nol. Sehingga
diperoleh persamaan (3.5.6) diatas sebagai
estimator model regresi nonparametrik.

PENUTUP
Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah
dilakukan diperoleh kesimpulan bahwa:

1. Estimasi fungsi pada komponen
nonparametrik  dilakukan  dengan
mendekatkan fungsi nonparametriknya
dengan suatu fungsi pendekatan, yaitu
fungsi  B-Spline tersebut dengan
menurunkan fungsi Penalized Least
Square terhadap a dan menyamakan
hasilnya dengan nol.  Sehingga
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diperoleh persamaan fro= [(
B T+n A K*T)] ~(-1) BAT y di atas
sebagai  estimator model regresi

nonparametrik.
2. Estimasi model regresi nonparametrik
diperoleh : y=f"= S A y dengan
S A = [ [BB] T B+n AK T)] ~(-
1) BAT.

Saran
Penelitian yang lebih lanjut dapat
dilakukan dengan meneliti estimasi model
regresi nonparametrik menggunakan metode

lain, seperti metode kernel, K- nearest
neighborhood, deret ortogonal, analisis
wavelet dan lain-lain.  Serta  dapat

menerapkannya pada contoh kasus.
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